Latwo zauwazyé, ze gdyby prébowad
rozwiazaé¢ problem kapeluszy, analizujac
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Problem kapeluszy Marcin KRZYWKOWSKI®

Rozwazmy nastepujacy problem, zwany problemem kapeluszy (ang. hat
problem). Do pokoju wchodzi n oséb i kazdej z nich losowo zostaje nalozony
niebieski lub czerwony kapelusz. Kazdy widzi kapelusze pozostatych osob, ale

nie widzi swojego. Zadna komunikacja nie jest dozwolona, z wyjatkiem ustalenia
strategii przed rozpoczeciem gry. Po spojrzeniu na kapelusze pozostatych kazdy
gracz zgaduje, jaki kolor ma jego kapelusz, lub rezygnuje z préby zgadniecia.
Odpowiedzi sa udzielane w taki sposéb, ze pozostali gracze ich nie stysza oraz
nie dowiaduja sie, czy odpowiadajacy probowal zgadnaé, czy zrezygnowal i czy
odpowiedz byta poprawna. Uczestnicy graja cala druzyna, ktora wygrywa, jezeli
co najmniej jedna osoba poprawnie odgadnie kolor swojego kapelusza i nikt inny
nie poda blednej odpowiedzi. W przeciwnym przypadku druzyna przegrywa.
Problem kapeluszy z siedmioma osobami zostal sformutowany przez Todda Eberta
w jego rozprawie doktorskiej [1] i nazwany tam ,problemem siedmiu wieZniéw”.
Noga Alon [2] podal ograniczenie dolne na szanse sukcesu dla uogdlnionego problemu
kapeluszy z n osobami i ¢ kolorami. Po konferencji w Nowym Orleanie, dzigki
ktorej problem kapeluszy zdobyl zainteresowanie matematykéw, a takze mediow,
w artykule w The New York Times [3] przedstawiono problem kapeluszy z trzema
osobami i jego zwiazek z teorig kodéw Hamminga. Problem kapeluszy ma powiazania
z wieloma zagadnieniami informatycznymi i matematycznymi, na przyktad

z programowaniem liniowym, programowaniem genetycznym, aproksymacja
funkcji boolowskich oraz autoredukowalnoscia ciagéw losowych, a takze znajduje
zastosowania w innych dziedzinach nauki, miedzy innymi w biologii i ekonomii.

Problemem tym zainteresowalem sie, czytajac artykul w Delcie (zob. [4]). W tym
artykule problem kapeluszy zostal przedstawiony w kontekscie kodéw Hamminga
i tzw. kodéw wykrywajacych bledy, dzigki ktérym mozemy, na przyktad, korzystaé
z plyty CD pomimo zarysowan. W kolejnym artykule dotyczacym tego zagadnienia
(zob. [5]) przedstawiono pewne modyfikacje problemu wraz z rozwiazaniami. Autor
zachecal réwniez czytelnikow do zmierzenia si¢ z problemem kapeluszy z trzema

kolorami i n osobami. Najprostszy przypadek, czyli zadanie z trzema osobami

i trzema kolorami, rozwiazujemy w niniejszym artykule. Jak dotad, nie jest znane
rozwigzanie problemu dla zadnej liczby n > 3 0séb przy trzech kolorach kapeluszy.

Rozpatrujemy problem kapeluszy z trzema osobami (Alicja, Bartek i Marek)
i trzema kolorami (czerwony, niebieski i zielony). Podamy strategie dla tego
problemu i udowodnimy, zZe jest ona optymalna.

Strategia. Alicja, Bartek i Marek postepuja nastepujaco.

Alicja: jesli Alicja widzi, ze Bartek i Marek maja kapelusze réznych koloréw,
to stwierdza, ze ma kapelusz takiego koloru jak Marek. Jesli zas Bartek i Marek
maja kapelusze tego samego koloru, to rezygnuje z odpowiedzi.

Bartek: jesli Bartek widzi, ze Alicja i Marek maja kapelusze réznych koloréw,
to stwierdza, ze ma kapelusz takiego koloru jak Marek. Jesli zas Alicja i Marek
maja kapelusze tego samego koloru, to rezygnuje z odpowiedzi.

Marek: jesli Marek widzi, ze Alicja i Bartek maja kapelusze tego samego
koloru, to stwierdza, ze ma kapelusz takiego koloru jak oni. Jesli zas Alicja

i Bartek maja kapelusze réznych koloréw, to rezygnuje z odpowiedzi.

Udowodnimy, ze powyzsza strategia jest optymalna, czyli nie istnieje zadna
lepsza strategia (deterministyczna).

W naszych rozwazaniach przez przypadek rozumiemy konkretny uktad kapeluszy
na glowach graczy. W badanym przez nas problemie kapeluszy z trzema osobami
i trzema kolorami jest 3% = 27 mozliwych przypadkéw. Przez sytuacje, ktora
widzi dana osoba, rozumiemy uktad kapeluszy na glowach wszystkich oséb poza
ta jedna. W rozwiagzywanym przez nas problemie kazdy widzi jedng z 32 = 9
mozliwych sytuacji.

Twierdzenie. Powyzsza strategia jest optymalna dla problemu kapeluszy

z trzema osobami i trzema kolorami.

Dowad. Nasza strategie tatwo przedstawi¢ za pomoca tabeli. Ponizej podaliSmy
kilka przykladowych wierszy tabeli dla naszej strategii. Zachecamy do
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samodzielnego wypisania dalszych wierszy, co ulatwi analize dowodu. W ponizszej
tabeli przez c, n i z oznaczamy odpowiednio kolor czerwony, niebieski i zielony.
Znak ,+” oznacza poprawng odpowiedz lub sukces, znak ,—” oznacza bledng
odpowiedz lub porazke, a puste pole oznacza rezygnacje z odpowiedzi. Po utworzeniu
calej tabelki dowiadujemy sie, ze druzyna wygrywa w 15 spoéréd 27 przypadkéow.

Kolor kapelusza Odpowiedz Efekt
Alicji | Bartka | Marka | Alicji | Bartka | Marka
¢ c ¢ + +
c ¢ n — — - —
c n C + +
Z (¢} n — —
d n Z — — —

Przypuéémy teraz, ze istnieje lepsza strategia, za pomoca ktorej druzyna wygrywa
w wiecej niz 15 przypadkach, czyli przegrywa w mniej niz 12 przypadkach.

WezZzmy dowolna sytuacje widziana przez osobe X, wybrana dowolnie z tréjki
graczy. Udzielona odpowiedz zalezy tylko od sytuacji — jest taka sama we
wszystkich przypadkach odpowiadajacych tej sytuacji. Wobec tego w dwéch
z trzech przypadkéw odpowiadajacych ustalonej sytuacji odpowiedZ osoby X
jest bledna, a w jednym jest poprawna. Czyli kazda osoba moze udzieli¢
odpowiedzi na pytanie o kolor swojego kapelusza w co najwyzej 5 sytuacjach,
bo jesli ktos odpowiada w co najmniej 6 sytuacjach, to druzyna przegrywa

w co najmniej 12 przypadkach, czyli strategia nie jest lepsza od naszej.

Skoro mamy trzy osoby, a kazda z nich udziela odpowiedzi na pytanie

o kolor swojego kapelusza w co najwyzej pieciu sytuacjach, a kazda z tych
odpowiedzi jest poprawna w doktadnie jednym przypadku, to druzyna wygrywa
w co najwyzej 15 przypadkach. Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze stosujac
rozpatrywang strategie, druzyna wygrywa w wiecej niz 15 przypadkach. O

Czytelnikéw serdecznie zachgcamy do préb rozwiazania poki co nierozwiazanego
problemu kapeluszy z czterema osobami i trzema kolorami.
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Redaguje Waldemar POMPE

M 1267. Na tablicy zapisano liczby 1 i 2. Jesli na tablicy znajduja sie juz
liczby m i n, to mozna do nich dopisa¢ liczbe mn + m + n. Wykazaé, ze na
tablicy moga wystapi¢ jedynie liczby postaci 2% - 3° — 1, gdzie a, b sa liczbami
calkowitymi nieujemnymi.

Rozwigzanie na str. 2

M 1268. Dany jest okrag o. Przez punkt P lezacy na zewnatrz tego okregu
poprowadzono proste styczne do okregu o w punktach A i B (rysunek). Prosta
przechodzaca przez punkt P przecina okrag o w punktach C'i D. Prosta
przechodzaca przez punkt B irownolegta do prostej C'D przecina okrag o w punktach
B i E. Udowodnié, ze prosta AFE przechodzi przez $rodek odcinka C'D.
Rozwiazanie na str. 24

M 1269. Dowiesé, ze nie istnieje liczba catkowita dodatnia n, dla ktoérej liczby
2n2 + 1, 3n? + 1 oraz 6n% + 1 sa kwadratami liczb catkowitych.
Rozwiazanie na str. 22

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 757. Ile razy zmieni sie oSwietlenie obrazu Stonca, otrzymanego za pomoca
plasko-wypuklej soczewki, jesli rozetniemy soczewke wzdluz $rednicy i ztozymy
plaskimi stronami?

Rozwiazanie na str. 24

F 758. Ile razy mniejsze jest o$wietlenie w nocy w czasie pelni od oswietlenia
w potudnie? W obu przypadkach niebo jest bezchmurne, a wysokosé Ksiezyca

i Stonca nad horyzontem jest taka sama. Zalozy¢, ze wspolczynnik rozpraszania
powierzchni Ksiezyca wynosi a = 0,1.

Rozwiazanie na str. 2
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